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Пусть G  – конечная группа, X  – некоторое непустое подмножество группы .G  Подгруппа H  группы G  называет-
ся Xμ -добавляемой подгруппой в ,G  если существует такая подгруппа ,B  что G HB=  и для любой максимальной 
подгруппы 1H  из H  существует ,x X∈  что 1H B G≠  и 1 1.x xH B B H=  Для начальных значений p  устанавливается 
p -сверхразрешимость конечной группы c Xμ -добавляемой силовской p -подгруппой. Получены новые условия 
сверхразрешимости конечной группы. 
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Let  G   be  a  finite  group,  X  – some  non-empty subset of the group G. The subgroup H  of  group  G   is  identified  
Xμ -supplemented in G  if there exists a subgroup B  such that G HB=  and for any maximal subgroup 1H  of H  there is 
x X∈  such that 1H B G≠  and 1 1x xH B B H= . The p -supersolvability of a finite group with Xμ -supplemented Sylow p -
subgroup for initial importance of the number p  are obtained. New conditions of the supersolvability finite groups is received. 
 




Будем рассматривать только конечные 
группы. Все используемые обозначения стан-
дартны и соответствуют [1] и [2]. Напомним, что 
подгруппа H группы G называется добавлением 
к подгруппе K  в группе G, если G HK= .  
Ясно, что в каждой группе любая подгруппа 
обладает добавлением. Однако, при дополни-
тельных ограничениях на добавления или на до-
бавляемые подгруппы можно выделять разнооб-
разные классы групп. Так, например, Кегель по-
казал [3], что группа G разрешима, если каждая 
максимальная подгруппа группы G имеет цикли-
ческое добавление. В работах Кегеля и Виландта 
(см. [4]) установлена разрешимость группы с 
нильпотентным добавлением к некоторой ниль-
потентной подгруппе. В работе [5] В.С. Монахов 
перечислил неразрешимые группы с нильпо-
тентными добавлениями к несверхразрешимым 
подгруппам. В 2008 году Л. Мяо и В. Лемпкен 
[6] предложили следующее понятие: подгруппа 
H группы G называется μ -добавляемой в G, 
если существует подгруппа K  такая, что 
G HK=  и 1H K  – собственная подгруппа груп-
пы G, для каждой максимальной подгруппы 1H  
из .H  Они получили следующий результат [6]:  
p -разрешимая группа G  тогда и только 
тогда p -сверхразрешима,  когда её силовская 
p -подгруппа μ -добавляема в G .  
Чуть позже В.С. Монахов и А.В. Шныпар-
ков установили, что для получения p -сверхраз-
решимости группы G  условие p -разрешимости 
можно не требовать для двух начальных значе-
ний простого делителя p  ее порядка. Это выте-
кает из следующего результата:  
пусть G  – группа и 1 2( ) { },kG p p … pπ = , , ,  
1 2 ;kp p … p< < <  если силовская 1p - или силов-
ская 2p -подгруппа μ -добавляема в G, то группа 
G соответственно 1p - или 2p -сверхразрешима.  
В настоящей статье получены более общие 
утверждения, из которых в частном случае выте-
кают указанные выше результаты работ [6] и [7].  
 
1 Определение и вспомогательные ре-
зультаты  
Определение. Пусть G – группа, X  – неко-
торое непустое подмножество группы G. Нееди-
ничная подгруппа H  группы G называется Xμ -
добавляемой подгруппой в G, если существует 
такая подгруппа B , что G HB=  и для любой 
МАТЕМАТИКА
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максимальной подгруппы 1H  из H  выполняют-
ся два свойства:  
1) 1 ;H B G≠   
2) существует x X∈  такой, что 1 1.x xH B B H=  
В этой ситуации подгруппу B  назовем 
Xμ -добавлением к H .  
Единичную подгруппу считаем μX-добавля-
емой, а всю группу G – Xμ -добавлением к ней.  
Нетрудно видеть, что в частном случае 
{1}X =  Xμ -добавляемая подгруппа это в точ-
ности μ -добавляемая подгруппа.  
Лемма 1.1. Пусть G  – группа, H  – ее под-
группа, .X G∅ ≠ ⊆  Тогда справедливы следую-
щие утверждения.  
1. Если подгруппа H  Xμ -добавляема в G  
и ,X Y G⊆ ⊆  то H  Yμ -добавляема в .G   
2. Если подгруппа H  Xμ -добавляема в ,G  
,Y G∅ ≠ ⊆  ,Z XY=  то yH  Zμ -добавляема в 
G  для любого .y Y∈   
3. Пусть N G  и .N H⊆  Если подгруппа 
H  Xμ -добавляема в ,G  то фактор-группа 
H N/  XN Nμ / -добавляема в .G N/   
Доказательство.  
1. Очевидно.  
2. Пусть H  Xμ -добавляемая подгруппа в 
.G  Тогда существует такая подгруппа ,B  что 
,G HB=  и для любой максимальной подгруппы 
1H  из H выполняются два свойства: 1 ;H B G≠  
существует x X∈  такой, что 1 1.x xH B B H=  
Пусть ,Y G∅ ≠ ⊆  .y Y∈  Тогда yH B G=  и 
1 .







H B y H yy x Bxy




= = =  
1 1 1
1 1 1
x x xy yy B H y y B yy H y B H− − −= = = .  
3. Пусть H  – Xμ -добавляемая подгруппа 
группы ,G  N G  и .N H⊆  Тогда существует 
Xμ -добавление B  к H  в .G  Очевидно, что 
( )( ) .H N BN N G N/ / = /  Пусть 1H N/  – максималь-
ная подгруппа фактор-группы .H N/  Тогда под-
группа 1H  максимальна в H. По определению 
Xμ -добавляемой подгруппы 1H B G≠  и 
1 1
x xH B B H=  для некоторого .x X∈  Понятно, что  
 
1 1( )( )H N BN N H B N G N/ / = / ≠ / ,  
1 1
1 1 1
( )( ) ( )( )
( ) ( )
xN x
x x xN
H N BN N H N B N N
H B N B H N BN N H N
/ / = / / =
= / = / = / / .  
 
Таким образом, подгруппа BN N/  будет 
XN Nμ / -добавлением к подгруппе H N/  в фак-
тор-группе .G N/   
Лемма 1.2. Пусть π  – некоторое множе-
ство простых чисел, H  – π -подгруппа группы 
,G  N  – нормальная π ′ -подгруппа группы G  и 
.X G∅ ≠ ⊆  Если подгруппа H  Xμ -добавляема 
в ,G  то HN N/  XN Nμ / -добавляема в .G N/   
Доказательство. Пусть H  – Xμ -добавля-
емая π -подгруппа группы ,G  N  – нормальная 
подгруппа группы G  и N  – π ′ -подгруппа. То-
гда существует подгруппа B  в группе G  такая, 
что G HB=  и для каждой максимальной под-
группы 1H  из H  существует x X∈  такой, что 
1H B G≠  и 1 1.x xH B B H=  Понятно, что  
( )( )HN N BN N G N/ / = / .  
Пусть K N/  – максимальная подгруппа фактор-
группы .HN N/  По тождеству Дедекинда 
( ).K N K H= ∩  Покажем, что K H∩  – макси-
мальная в H  подгруппа. Заметим, что 
.K H H∩ ≠  Действительно, если ,K H H∩ =  то 
,H K⊆  а значит,  
HN N K N/ ⊆ / ,  
что противоречит выбору подгруппы .K N/  До-
пустим, что в группе G  имеется такая подгруппа 
,T  что .K H T H∩ ⊂ ⊂  Тогда  
( )K N K H TN HN= ∩ ⊆ ⊆ .  
Но K  – максимальная в HN  подгруппа, и по-
этому либо ,K TN=  либо .TN NH=  Если 
,K TN=  то ,T K H T⊆ ∩ ⊂  что невозможно. 
Итак, TN NH=  и поэтому  
( )H H TN T H N T= ∩ = ∩ = .  
Полученное противоречие показывает, что 
1H K H= ∩  – максимальная в H  подгруппа и  
1( )K K H N H N= ∩ = .  
Это означает, что 1 1
x xH B B H=  для некоторого 
.x X∈  Предположим, что  
1( )( ) .H N N BN N G N/ / = /  
Тогда 1G H BN=  и  
1 1 1 1G H B H BN H B N N H B: = : = : ∩  




G H B HB H B
H B H B H H B
H B H B H H B
: = : =
∩ : ∩= =∩ : ∩
 
является π -числом, противоречие. Поэтому 
предположение неверно и  
1( )( ) ( )( )H N N BN N K N BN N G N/ / = / / ≠ / ,  
1 1
1 1
( )( ) ( )( )xN x
x x
H N N BN N H N N B N N
H B N N B H N N
/ / = / / =
= / = / =  
1 1( )( ) ( ) ( )
x xNB N N H N N BN N H N N= / / = / / .  
Это означает, что подгруппа HN N/  XN Nμ / -до-
бавляема в .G N/   
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Лемма 1.3. Пусть ,X G∅ ≠ ⊆  H – Xμ -до-
бавляемая подгруппа группы G, B  – Xμ -добав-
ление к H. Если 1H  – максимальная подгруппа в 
H, то 1 1 ,
xG H B H H: = :  где ,x X∈  1 1.x xH B B H=   
Доказательство. Пусть B  – Xμ -добавле-
ние к .H  Тогда 1 1
x xH B B H G= <  для макси-
мальной подгруппы 1H  из H  и некоторого 
.x X∈  Понятно, что 1 1 .xH H H B H≤ ∩ ≤  Так как 
1H  – максимальная в H  подгруппа, то либо 
1 1,
xH H B H∩ =  либо 1 .xH H B H∩ =  Если 
1 ,
xH H B H∩ =  то 1 xH H B≤  и  
 
1 ,
x xG HB HB H B G= = ≤ <  
 
 противоречие. Значит  
1 1 1( ).
x xH H H B H H B= ∩ = ∩  
Поэтому  
1 1 1
x x x xH B H H B H H B H B∩ ≤ , ∩ = ∩ ∩ = ∩ .  









G H B HB H B
H B H B
H H
H B H B
: = : =
∩= = : .∩
 
 
Лемма 1.4. Для подгруппы H  индекса 
( )p Gπ∈  группы G  справедливы следующие 
утверждения:  
1) фактор-группа GG H/  изоморфна под-
группе симметрической группы pS  степени ;p   
2) q GG H⊆  для каждого ( ),q Gπ∈  ,q p>  и 
любой силовской q -подгруппы qG  из ;G   
3) p GH H⊆  для любой силовской подгруппы 
pH  из .H   
Доказательство. Пусть { |i ix H x GΩ = ∈ ,  
1 2 }i … p= , , ,  – множество левых смежных клас-
сов группы G по подгруппе H  и f G: →Ω  – 
отображение, определяемое равенством 
( ) if g gx H=  для каждого .g G∈  Тогда f  явля-
ется гомоморфизмом группы G  в симметриче-
скую группу pS  степени ,p  ядро которого сов-
падает с ядром yG y GH H∈= ∩  подгруппы H  в 
группе .G  Так как pS p= ! не делится на q  для 
каждого ,q p>  ( ),q Gπ∈  то q GG H⊆  для любой 
силовской q -подгруппы qG  из .G  Поскольку  
G GG H G H H H: = : : ,  
2p  не делит GG H:  и ,p G H= :  то p  не делит 
.GH H:  Следовательно, p GH H⊆  для любой 
силовской подгруппы pH  из .H   
Лемма 1.5 [8, теорема VI.4.7]. Если A  и B  
– подгруппы группы G  и ,G AB=  то для любого 
простого делителя p порядка группы G сущест-
вуют силовские p –подгруппы ,pA  ,pB  pG  из А, 
В и G соответственно, такие, что .p p pG A B=   
Лемма 1.6 [8, теорема IV.4.7]. Пусть P  – 
силовская p -подгруппа группы G  и N  – нор-
мальная подгруппа в .G  Если ( ),N P P∩ ⊆Φ  то 
N  – p -нильпотентна.  
Лемма 1.7. Если G  – p -разрешимая группа 
с циклической силовской p -подгруппой, то G  
p -сверхразрешима.  
Доказательство. Применим индукцию по 
порядку группы .G  Пусть N  – минимальная 
нормальная подгруппа группы .G  По индукции 
фактор-группа G N/  p -сверхразрешима. Если 
N  – p′ -подгруппа, то группа G  будет p -сверх-
разрешимой. Если N  – p -подгруппа, то ,N P≤  
где P  – силовская подгруппа группы .G  Поэто-
му N  – циклическая подгруппа. Пусть K  – под-
группа группы N  порядка .p  Тогда 
.K char N G  Поэтому ,K G  а так как N  – 
минимальная нормальная подгруппа группы ,G  
то N K=  и .N p| |=  Теперь группа G  p -сверх-
разрешима.  
 
Лемма 1.8 [8, теорема IV.2.8]. Пусть p  – 
наименьший простой делитель порядка группы 
G . Если в группе G  силовская p -подгруппа цик-
лическая, то G  p -нильпотентна.  
 
2 Основные результаты  
Теорема 2.1. Если в p -разрешимой группе 
G  силовская p -подгруппа Gμ -добавляема в ,G  
то G  p -сверхразрешима.  
Доказательство. Пусть теорема неверна и 
G  – контрпример минимального порядка. Пусть 
P  – силовская p -подгруппа группы .G  Пред-
положим, что ( ) 1.pK O G′= ≠  Тогда PK K/  – си-
ловская p -подгруппа фактор-группы .G K/  По 
лемме 1.2 подгруппа PK K/  G Kμ / -добавляема в 
G K/ . Минимальный выбор группы G  означает, 
что фактор-группа G K/  p -сверхразрешима. 
Теперь G  p -сверхразрешима, противоречие. 
Значит ( ) 1.pO G′ =   
 
Пусть N  – минимальная нормальная под-
группа группы .G  Так как G  p -разрешима, то 
N  – элементарная абелева p -подгруппа. Понят-
но, что P N/  – силовская p -подгруппа фактор-
группы .G N/  По лемме 1.1 P N/  G Nμ / -добав-
ляема в G N/ . Минимальный выбор группы G  
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означает, что фактор-группа G N/  p -сверхраз-
решима. Так как класс всех p -сверхразреши-
мых групп – насыщенная формация, то N  – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы G  и ( ) 1.GΦ =  Поэтому сущест-
вует максимальная подгруппа M  группы G  
такая, что G NM=  и 1.N M∩ =  По лемме 1.5 
,pP NM=  где pM  – силовская p -подгруппа в 
.M  По условию, существует подгруппа ,B  та-
кая, что G PB=  и 1 xPB G<  для любой макси-
мальной подгруппы 1P  из P  и некоторого .x G∈  
Выберем 1P  так, чтобы 1.pM P≤  Ясно, что 
N  не содержится в 1.P  По лемме 1.3 
1 1 .
xG PB P P p| : |=| : |=  Так как 1 ,xN PB G∩   то 
либо 1 ,
xN PB≤  либо 1 1.xN PB∩ =  Если 
1 1,
xN PB∩ =  то N p=  и группа G p-сверхразре-
шима, противоречие. Предположим, что 1 .
xN PB≤  
Тогда 1 1 .
x x x x
pPB NPB NM B PB G= ≥ = =  
Данное противоречие завершает доказа-
тельство теоремы.  
Следствие 2.1.1 [6]. Если в p -разрешимой 
группе G  силовская p -подгруппа μ -добавляема 
в ,G  то G  p -сверхразрешима.  
Доказательство. Пусть  P   – силовская  
p -подгруппа группы .G  Если P  μ -добавляема 
в ,G  то, очевидно, что P  Eμ -добавляема в ,G  
где E  – единичная подгруппа в .G  По лемме 1.1 
подгруппа P  Gμ -добавляема в .G  По теореме 
2.1 группа G  p -сверхразрешима.  
Следствие 2.1.2. Если в p -разрешимой 
группе G  силовская p -подгруппа либо цикличе-
ская, либо Gμ -добавляема в ,G  то G  p -сверх-
разрешима.  
Доказательство. Пусть  P  –  силовская  
p -подгруппа группы .G  Если P  Gμ -добав-
ляема в ,G  то по теореме 2.1 G  p -сверхразре-
шима. Если P  – циклическая подгруппа, то по 
лемме 1.7 группа G  p -сверхразрешима. След-
ствие доказано.  
Пусть  
1 2 3( ) { },nG p p p … pπ = , , , ,  1 2 3 .np p p … p< < < <  
Тогда будем говорить, что 2p  – предминималь-
ный простой делитель порядка группы .G   
Теорема 2.2. Пусть P  – Gμ -добавляемая 
силовская p -подгруппа группы .G  Если p  – 
наименьший, либо предминимальный простой 
делитель порядка группы ,G  то G  – p -сверх-
разрешимая группа.  
Доказательство. Предположим прежде, что 
p  – наименьший простой делитель порядка 
группы ,G  P  – силовская p -подгруппа в G  и 
,iP  1i … n= , ,  – все максимальные подгруппы в 
группе P. Пусть B  – Gμ -добавление к подгруп-
пе P в группе .G  Тогда для каждой максималь-
ной подгруппы ,iP  1i … n= , ,  группы ,P  найдется 
такой элемент ,ix G∈  что .i ix xi iPB B P G= ≠  По 
лемме 1.3 ixi iG PB P P p: = : =  и подгруппа 
ix
iPB  нормальна в группе .G  Подгруппа  
1( )i
xn
i iK PB== ∩                     (2.1) 
нормальна в группе G  и  
1 1( ) ( )i
xn n
i i i iK PB P P= == ∩ ⊇ ∩ = Φ .  
Поэтому ( ) .P K PΦ ≤ ∩  Покажем, что верно и 
обратное включение. Действительно, предполо-
жим, что K P∩  не содержится в ( ).PΦ  Тогда 
существует максимальная подгруппа sP  в ,P  
такая, что K P∩  не содержится в .sP  Так как 
,K P P∩   то ( ) .sK P P P∩ =  Для подгруппы sP  
существует элемент ,sx G∈  такой что .sxsP B G<  
Мы выберем из всех таких возможных sx  тот, 
который используется в равенстве (2.1). Тогда 
( ) ,s s sx x xs sG PB PB K P P B P B G= = = ∩ ≤ <  проти-
воречие. Следовательно, предположение неверно 
и ( ).K P P∩ ≤ Φ   По лемме  1.6  подгруппа K  
p -нильпотентна. Это означает, что ,pK NK ′=  
где N  – p -подгруппа, K  – нормальная p′ -хол-
лова подгруппа в .K  Так как ,K G  а pK ′  – 
характеристическая подгруппа в ,K  то .pK G′   
Кроме того, так как G K/  – p -группа, то фактор-
группа p pG K G K K K′ ′/ / / /  также p -группа. По-
этому группа G  p -нильпотентна, а, значит, G  
p -сверхразрешима.  
Пусть теперь p  – предминимальный про-
стой делитель порядка группы .G  Согласно тео-
реме 2.1, достаточно доказать p -разрешимость 
группы .G  Воспользуемся индукцией по поряд-
ку группы .G  Поскольку множество всех p -раз-
решимых групп образует насыщенную форма-
цию, то на основе леммы 1.1 и леммы 1.2 можно 
утверждать, что  
( ) ( ) ( ) ( ) 1p ppO G O G R G G′ = = = Φ =  
и в группе G  существует единственная мини-
мальная нормальная подгруппа .N  Здесь 
( )pR G  – p -разрешимый радикал группы ,G  
т. е. наибольшая нормальная p-разрешимая под-
группа группы G.  
Пусть P – силовская p-подгруппа группы G 
и ,iP  1i … n= , ,  – все максимальные подгруппы в 
группе  .P   Пусть  B  – Gμ -добавление  к     
А.В. Шныпарков 
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подгруппе P  в группе .G  Тогда для каждой 
максимальной подгруппы ,iP  1i … n= , ,  группы 
,P  найдется такой элемент ,ix G∈  что 
.i ix xi iPB B P G= ≠   
По лемме 1.3 .xi iG PB P P p: = : =  Теперь 
фактор-группа ( )ixi GG PB/  является подгруппой 




i GG PB p p/ =  Поэтому фактор-группа 
( )ixi GG PB/  p -сверхразрешима по лемме 1.7 и 
теореме Бернсайда о разрешимости бипримар-
ных групп. Подгруппа  
1( )i
xn
i i GK PB== ∩                     (2.2) 
нормальна в группе G  и фактор-группа G K/  
изоморфна подгруппе прямого произведения  
1 2
1 2( ) ( ) ( )n
xx x
G G n GG PB G P B … G P B/ × / × × / ,  
поэтому G K/  p -сверхразрешима.  
Покажем, что ( ).K P P∩ ⊆ Φ   
Действительно, предположим, что K P∩  не 
содержится в ( ).PΦ  Тогда существует макси-
мальная подгруппа sP  в P, такая, что K P∩  не 
содержится в .sP  Так как ,K P P∩   то 
( ) .sK P P P∩ =  Для подгруппы sP  существует 
элемент ,sx G∈  что .sxsP B G<  Мы выберем из 
всех таких возможных sx  тот, который исполь-
зуется в равенстве (2.2). Тогда sxG PB PB= = =  
( ) ,s sx xs sK P P B P B G= ∩ ≤ <  противоречие. Сле-
довательно предположение неверно и 
( ).K P P∩ ≤ Φ  По лемме 1.6 подгруппа K p-ниль-
потентна и ( ) 1.pK R G⊆ =  Следовательно, груп-
па G  p -сверхразрешима. Теорема доказана.  
Следствие 2.2.1. Если в группе G  для любо-
го ( )p Gπ∈  силовская p -подгруппа либо цикли-
ческая, либо Gμ -добавляема в ,G  то G  сверх-
разрешима.  
Доказательство. Если 2 ( ),Gπ∈  то группа 
G  2 -сверхразрешима по теореме 2.2, либо по 
лемме 1.8 в зависимости от того Gμ -добавляема 
силовская 2-подгруппа или циклическая. В част-
ности, группа G  разрешима. Если же 2  не со-
держится в ( ),Gπ  то группа G  разрешима по 
теореме Томпсона-Фейта.  
Пусть ( ) \{2}.p Gπ∈  Так как группа G  раз-
решима, то по теореме 2.1, либо по лемме 1.7 
группа G  p -сверхразрешима. Итак, группа G  
p -сверхразрешима для всех ( ),p Gπ∈  поэтому 
группа G  сверхразрешима.  
Следствие 2.2.2. Если в группе G  для любо-
го ( )p Gπ∈  каждая максимальная подгруппа 
нециклической силовской p-подгруппы G-пере-
становочна с минимальным добавлением к си-
ловской p -подгруппе, то G  сверхразрешима.  
Следствие 2.2.3 [6]. Если в группе G  для 
любого ( )p Gπ∈  силовская p -подгруппа μ -до-
бавляема в ,G  то G  сверхразрешима.  
Следствие 2.2.4 [7]. Пусть G  – группа, 
1 2 3( ) { },nG p p p … pπ = , , , ,  1 2 3 .np p p … p< < < <  
Зафиксируем простое число 1 2{ }.p p p∈ ,  Если 
силовская p -подгруппа μ -добавляема в ,G  то 
группа G  p -сверхразрешима. 
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